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Capitulo 1 — Sinais e Processamento de Sinais

e Sinal € uma funcéo de uma variavel independente, como
tempo, distancia, temperatura, etc.

Exemplos:

- MUsica, que representa a variacao da pressao do ar ao longo
do tempo em um ponto do espaco.

- Foto P&B, que representa a variacao da intensidade da luz ao
longo de duas coordenadas espaciais.

- Video, que representa a variacao de intensidade de luz ao
longo das coordenadas X e Y e também ao longo do tempo.

 Todo sinal carrega algum tipo de informacao e o objetivo do
processamento do sinal é extrair ou modificar a informacao
contida no sinal.



Classificacao de Sinais

* Classificacdo quanto a continuidade

- Sinais continuos sé&o aqueles gque sao definidos para todo e
qualguer valor da variavel independente. Exemplo: a voz
humana.

- Sinais discretos séo aqueles cuja amplitude € definida apenas
para valores especificos da variavel independente.

Exemplo: temperatura do ensopado tomada de tempos em
tempos pela cozinheira.

Quando as amostras do sinal discreto podem assumir um
numero finito de valores, entao o sinal é classificado como
digital.

» Classificacao quanto a natureza das amostras
- Sinais reais sao aqueles cujas amostras sao todas reais.

- Sinais complexos sao agueles cuja uma ou mais amostras
sao complexas. 3



Classificacao de Sinais

» Classificacdo quanto ao numero de fontes

- Sinais escalares sao aqueles provenientes de uma unica
fonte. Exemplo: sinal de audio mono.

- Sinais vetoriais sao agueles provenientes de duas ou mais
fontes. Exemplo: sinal de audio estéreo.

» Classificacdo quanto a dimensao

- Sinais unidimensionais sao agueles que sao funcao de uma
unica variavel independente. Exemplo: sinal de audio.

- Sinais M-dimensionais sao agueles que sao funcao de M
variaveis independentes. Exemplo: sinal de video P&B.

» Classificacao quanto a aleatoridades

- Sinais deterministicos s&o aqueles cujo o valor das amostras
podem ser previstos. S&o funcdes matematicas ou tabelas
conhecidas a priori.

- Sinais aleatorios sao aqueles cujo o valor das amostras nao
pode ser conhecido previamente.



Classificacao de Sinais
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Representacao de Sinais

Sua representacao matematica € dada por:

- f(t) para o caso continuo.

Normalmente os sinais unidimensionais sao funcoes do tempo.

- f[n] para o caso discreto, onde n € um numero inteiro.
* Arepresentacao de sinais M-dimensionais é feita listado todas

as variaveis independentes.

- f(x,y) ; f(x,y,t) para o caso continuo.
- fln,m] ; f[n,m,k] para o caso discreto, onde n, m e k sao

INnteiros.

e Sinais vetoriais sao representados como um conj

r(xy,t)
ux, y,t)=| g(x y,t)

b(x,y,t)
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OperacOes Basicas com Sinais

 Inicialmente, iremos focar nas operacoes basicas realizadas no
dominio do tempo.

* As operacOes apresentadas a seguir sao validas para sinais
continuos. O equivalente para sinais discretos sera
apresentado no Capitulo 2.

a) Escalonamento: consiste em multiplicar o sinal por uma
constante.

Exemplo: y(t)=a-x(t)

b) Atraso: gera uma replica deslocada temporalmente do sinal
original.

Exemplo: y(t)=x(t-T)

Note que se T for negativo, entao 0 processo consiste em um
avanco temporal.



OperacOes Basicas com Sinais

C) Soma: consiste em somar dois sinais distintos.
Exemplo: w(t)=x(t)+y(t)

Esta operacao pode ser combinada com o escalonamento para
gerar um sinal que seja a combinacao linear de outros sinais.

(1) = Y 5 cos() +b sin(@)

d) Produto: consiste em obter um novo sinal a partir do produto
de dois sinais conhecidos.

Exemplo: w(t)=x(t)-y(t)

Dica importante: o restante do capitulo 1 traz aplicacdes
Importantes sobre processamento digital de sinais. A leitura
das demais sessOes deste capitulo € recomendada. 3



Capitulo 2 — Sinais de Tempo Discreto e
Sistemas no Dominio do Tempo

« Sinal de tempo discreto: corresponde a uma sequéncia de
amostras tomadas a cada T segundos. A amplitude das
amostras é continua.

* Representacao no dominio do tempo: as sequéncias discretas
sao representadas como uma sequléncia de numeros. A
representacio matematica desta sequéncia € dada por:

x[n]=[0.15, 0.20,—0.1,— 0.15]
t

« A seta indica a amostra que corresponde a n =0. Note que a
sequéncia somente e definida para valores de n inteiros.



Representacao Grafica de Seguéncias

* A representacao grafica de uma sequéncia discreta é feita
através de impulsos localizados em valores de n inteiros, cuja
area € igual a amplitude da amostra.
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Principios da Amostragem

Em muitas aplicacOes as sequiéncias discretas sao obtidas a
parir de sinais continuos.

X[n] =%, (®)]_; =X (nT) = D %, (t)-6(t—nT)
O parametro T define o espacamento temporal entre as
amostras e € chamado de tempo de amostragem.

O inverso deste parametro € denominado de freqiéncia de
amostragem. 1

Conforme sera visto no capitulo 5, a amostragem de um sinal
continuo com largura de faixa limitada nao introduz distorcoes,
desde que a frequéncia de amostragem seja maior do que

duas vezes a maior frequéncia que compoOe o sinal.
11



Classificacao de Sequéncias Discretas

» Classificacao quanto a natureza das amostras.
- Sequéncias reais: todas as amostras sao reais.

- Sequéncias complexas: uma ou mais amostras sao
complexas.

Seqiéncias complexas podem ser representadas como a soma
vetorial de duas seqUéncias reais:

XIn] = x[n]+j x[n]

OperacoOes complexas podem ser realizadas nesta representa-
cao. Exemplo: o complexo conjugado de x[n] é:

x*[n]= [l x[n]
12



Classificacao de Sequéncias Discretas

e SeqgUéncias digitais: sao aguelas cujas amplitudes somente
podem assumir um numero finito de valores. Quantizacéo é o
processo pelo qual uma sequéncia discreta torna-se uma
sequéncia digital. A sequéncia digital € expressa por >A<[n].

» (Classificacao quanto ao comprimento

- Sequéncias infinitas: sao aquelas que possuem um numero
Infinito de amostras. Elas sao sub-classificadas como:

- Sequéncias direitas: sao aguelas que possuem apenas
amostras nulas para n<N, (x[n]=0 para n<N,). Se N, for
um numero positivo, entao esta sequéncia € chamada de

e
I
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Classificacao de Sequéncias Discretas

e (Classificacao quanto ao comprimento
- Sequéncias infinitas:
- Sequéncias esguerdas: sao aquelas que possuem
apenas amostras nulas para n>N, (x[n]=0 para n>N,). Se
N, for um numero positivo, entao esta seqléncia é
chamada de anti-causal. |

- Sequéncia esquerda-direita: sao aquelas cujo valor das
amostras esta definido para todos os valores de n.

14



Classificacao de Sequéncias Discretas

e (Classificacao quanto ao comprimento
- Sequéncias finitas: sao aguelas cujas amplitudes das

amostras somente estao definidas no intervalo [N,,N,], ou seja,
X[n] somente esta definida no intervalo N,<n<N,. A durac&o de
uma sequéncia finita € dada por:

N
f|/

NP -

JACACACRS

N=N,-N,+1
Sequéncias finitas podem ser expressas como sendo

sequéncias infinitas introduzindo-se zeros no intervalo fora de
[N;,N,]. Esse processo é denominado de “zero-padding”.

D f|\ f|)
a o PN A
Y CURACACALY

|

Nl
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Operacoes com Sequéncias

a) Produto ou Modulacéo: considere duas sequéncia de mesmo
comprimento. O produto entre essas seqtiéncias e dado por:

W, [N]=X[N]Y[N]=IX[Ny] Y[N4], ..., X[-1] y[-1], X[O] y[O], ..., X[N,] Y[N,]}

O esquematico para representar esta operacao é dado por:

x[n] w[n]=x[n]y[n]
y[n]

Janelamento: processo pelo qual uma seqiéncia infinita €
transformada em uma sequéncia finita atraves da multiplicacao
por uma sequéncia de comprimento N, denominada de janela.

16



Operacoes com Sequéncias

b) Adicao: considere duas sequéncia de mesmo comprimento.
A soma entre essas sequéncias € dada por:

Wo[N]=X[N]+Y[N]=XIN]FYING L, s X[2+Y], X[2]+Y(2], ..o X[NG]+Y[N, ]}

O esquematico para representar esta operacao é dado por:

x[n] wn]=x[n]+y[n]
P

y[n]
c) Escalonamento: sendo uma sequéncia x[n], seu escalona-
mento € dado por:

w3[n]=ax[n]={a:x[N,], ... , ax[1], ax[2], ... , aX[N,]}

X[N] w[n]=ax|n]

17



Operacoes com Sequéncias

d) Deslocamento temporal: seja uma sequéncia x[n]. O desloca-
mento temporal desta sequéncia € dado por:

W, [n]=x[n-N]
Exemplo: x[n]={0.3, OT.4, 0.1, 0.2, 0.5}

a) N=2 > w[n]=x[n-2]= {(T), 0.3,0.4,0.1, 0.2, 0.5}

b) N=-2 = w[n]=x[n+2]={0.3, 0.4, 0.1, 0.2, 0.5}
T

( [ - ( [ e P rasador
I R I I [

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
------------------------------

X[Nn] . X[n+1]
Z Adiantador

HTJ | 18
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Operacoes com Sequéncias
e) Inversao temporal: consiste em inverter a sequéncia ao longo
do eixo das amostras.
ws[n]=x[-n]
Exemplo: x[n]={0.3, OT.4, 0.1, 0.2, 0.5}

winl=x[-n}={0.5, 0.2, 0.1, 0,4, 0.3}

>



Operacoes com Sequéncias

f) Alteracao na taxa de amostragem: esta operacao permite criar
uma nova sequéncia cuja freqliéncia de amostragem € maior
(sobre-amostragem) ou menor (sub-amostragem) do que a
freqliéncia de amostragem da sequéncia original.

- A razéo de alteracao da frequiéncia de amostragem é dada por
R=f"/f;

- Para R>1 o processo é chamado de interpolacéo.

- Para R<1 o processo é chamado de dizimacéao.

- A sobre-amostragem por um fator inteiro L gera uma nova
sequéncia onde L-1 amostras nulas sao inseridas entre duas
amostras da seqgténcia original, ou seja,

x| L n=0+L+2L,...
yln]=13" L
0 .caso contrario

.

20



Operacoes com Sequéncias

- Exemplo de interpolacao com L=4.

- Esquematico do interpolador

x[n] ? . x,[n]




Ope

- A dizimacao por

racoes com Seguéncias

um fator M gera uma nova sequiéncia onde

M-1 amostras sao removidas entre duas amostras que sao

mantidas. Logo, Y
- A seqléncia y[n]

n]=x[M -n]
possui uma frequéncia de amostragem M

vezes menor do o

ue a sequéncia.

- Exemplo: dizimacao por M=3.

Esquematico do
dizimador:

x[n] ‘M X4ln]
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Cuidados com as Operacoes com Seguéncias

O nUumero de amostras das seqguiéncias nao € o unico

parametro que deve ser observado ao realizar uma operacao
com sequéncias.

A posicao da amostra correspondente a n=0 também influencia
no resultado da operacao.

Exemplo: Seja
x[n]:{?, 2,4,6}e y[n]:{%, 3,5, 7}

a) Encontre w,[n]=x[n]y[n]

b) Encontre w,[n]=x[n]+y[n]

Refaca os itens a e b considerando agora as segtiéncias abaixo
X[n]={0, % 4,6} e y[n]:{%, 3,5, 7}

23



Exercicios Propostos

 Desenvolva um algoritmo no Matlab que permita:
a) entrar com duas sequéncias de comprimento qualquer.
b) definir gual amostra da seqgtiéncia corresponde a n=0.
c) realizar o produto das duas sequéncias.
d) realizar a soma das duas sequéncias.

e) tracar as sequéncias de entrada e os resultados em graficos
distintos.

o Seja x[n]={-2, -1, ? 1, 2} e y[n]= [123456]

Encontre:

a) w,[n]=3x[n]-2y[n] b) w,[n]=x[n]-y[-n]

¢) ws[n]=y[n]y[-n] d) wy[n]=2x[n]-x[n-1]+3y[n-4]
e) w.[n]= Z {(u +1)x[n —1] t y[n + |]}

24



Representacao Esquematica

« As operacOes com sequéncias podem ser representadas na
forma esquematica.

Exemplo: encontre a expressao para obter y[n] e w[n].

X[n] | () yIn] x[n]
| +

25



Outras ClassificacOes para Seqguéncias

« Classificacao quanto a simetria:

- Sequéncia conjugada simétrica: uma sequéncia é considerada
conjugada simetrica se:

X[n]=x*[-n]
Uma seqiéncia conjugada simétrica real é tambéem
denominada de sequéncia par.

- Sequéncia conjugada anti-simétrica: uma sequéncia e
considerada conjugada anti-simetrica se:

X[n]=-x*[-n]
Uma seqiéncia conjugada anti-simétrica real € tambem

denominada de seqiéncia impar. Se X[n] € conjugada anti-
simetrica, entao x[0] € puramente imaginaria.

Logo, se x[n] for impar, entdo x[0]=0. o6



Outras ClassificacOes para Seqguéncias

« Classificacao quanto a simetria:

- Toda seqgliéncia complexa x[n] possui uma componente
complexa simetrica e uma componente complexa anti-simétrica,
definidas como:

wlrl = X -1
wal] = X )

- Exercicio: prove que x.[n] atende a condi¢cdo de simetria e
que X.,[n] atende a condi¢ao de anti-simetria.

- A seqléncia original pode ser obtida atraves de uma
combinacgao linear de x_[n] e x.,[N]:

X[N]= X [N] +X . [N]

27



Outras ClassificacOes para Seqguéncias

Classificacao quanto a simetria:
- Sequéncias reais podem ser representadas pela combinacao
linear de suas componentes pares e impares, definidas como:

X, [n]= {x[n]+x[—n]}
xod[n]=5{x[n]—x[m]} X{n]=x,[n]+% 4[]

- Sequéncias finitas entre [0, N-1] podem ser representadas pela sua
componente conjugada simetrica periddica e pela sua componente
conjugada anti-simétrica periddica. Note que estas sequéncias
apenas existem para os valores de n definidos para x|n].

X e [N] = % X[n]+x" [<— n),, JI= X[n]+x[(N -1)-n]} 0<n < N-1L

XpealN] == { [n]- x[ ]} X[n]-x[(N=1)=n]} 0<n<N-1
X[n] = chs[n]+ XpealN] (k). =k moduloNs



Outras ClassificacOes para Seqguéncias

« Classificacao quanto a simetria:
- Sequéncias conjugadas simétricas periddicas: sdo aquelas
limitadas a 0<n=<N-1que atendem a seguinte condicao:
X[n]=x*[N-n]
- Seqliéncias conjugadas anti-simétricas periodicas: sao
aquelas limitadas a 0sn<N-1gue atendem a seguinte condicao:
X[Nn]=-x*[N-n]
 Exemplos no quadro!

29



Outras ClassificacOes para Seqguéncias

» Classificacao quanto a periodicidade

- Sequéncias periodicas: sao aguelas que se repetem a cada
deslocamento de N amostras, ou seja:

X[n] = X[n — kN ]
onde N € um inteiro positivo e k € um inteiro.

- Sequéncias aperiddicas sao todas aquelas gue ndo atendem
a condicao acima.
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Outras ClassificacOes para Seqguéncias

Classificacao quanto a energia e a poténcia
- Definicao de energia de uma sequéncia:

o0

e, = 2 [Xn]f

N=-—o0
- Definicdo de poténcia média de uma sequéncia:

K

P, = lim x[n]|* para seqiiéncia aperidica
: K%ZKHZ‘,KI [n]|" para seq p
1 & 2
P, :WZ Ix[n]| para seqliéncia periddica
n=0

- Sinais poténcia: sao agueles que possuem energia infinita,
mas poténcia media finita.
- Sinais energia: sao aqueles que possuem energia meédia finita
e poténcia média nula.

31



Outras ClassificacOes para Seqguéncias

o EXercicio: classifique as sequéncias abaixo quanto a energia e
poténcia.

a) Xx[n] = e n={0, 1, 2, 3, ...}
b) x[n] = sen(m1/4-n) n={...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}

c) X[n]=1/n n={1, 2, 3, ...}

d) x[n] =tan(mr/2:n) n={...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}
e) x[n] = cos(trn) n={..., -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...}

f) x[n] = (-1)" n={0, 1, 2, 3, ...} 32



Outras ClassificacOes para Seqguéncias

Classificacao quanto a limitacao da amplitude das amostras
- Sequéncias limitadas séo aquelas que atendem a seguinte
condicao:

IX[n]|<B<o para qualquer n

Classificacao quanto a somatoria.

- Sequéncias absolutamente somaveis sao aguelas que
atendem a seguinte condicao:

S| x[n] [<oc

N=—o0
- Sequéncias quadraticas-somaveis sao aguelas que atendem a
seguinte condicao:

o0

2 XN <o

=0 33



Sequéncias Fundamentais

Sequéncia Impulso Unitario: esta sequéncia € util para
caracterizar sistemas de tempo discreto. Sua definicao é:

10

1 n=0
0 c.c.

N ® . > s s s > s > o)
5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5

o[n] =+

Sequéncia Degrau Unitario: esta seqguiéncia é definida por

- Note que:

im= Yo

k=—00

o[n]=u[n]-u[n-1] 34




Sequéncias Fundamentais

e SeqgUéncia Senoidal: esta seqléncia € dada por:
X[n]=A'sen(myn+¢) para -o<n<o

- A sequéncia senoidal

também pode ser expressa como:

X[n]:Xre[n]+Xim[n]
onde
x[n]=A-sen(¢)cos(wyn) Eok@ﬂﬁ?**ﬁ Tﬂ@
X4[N]J=Acos(d)sen(wyn) HH;&WHH%HE;“
x ‘LLHW}TT%L)H‘ij%uﬂé
B L St T 11 S e
B B S X X i SERE MR A% S




Sequéncias Fundamentais

* Periodicidade de seqiéncias senoidais:

- Periodo fundamental: se N-w,=2nr,onde r € um inteiro entao a
senoide discreta ira se repetir a cada N amostras. N é o periodo
fundamental da sequéncia.

- Se 2n/w, for um ndmero racional, entao o periodo da
sequéncia sera multiplo de 2n/w,. O periodo da sequéncia sera
igual a 2rnk/w,, quando esta divisao for um numero inteiro. Kk
deve ser um inteiro.

- Se 2n/w, for um ndmero irracional, entdo a sequéncia sera
aperiodica.

36



Sequéncias Fundamentais

* Propriedades interessantes de senoides discretas:
- A freqUéncia angular é dada em radianos ou radianos/amostra
- Se o,=w,*+27k, entdo sen(w,)=sen(w,)

- A maior fregtiiéncia gue uma sequéncia senoidal pode
apresentar € + n. Logo,

cos(artn)=cos[(2-a)rN]
As freqléncias em torno de £ 27k sao denominadas de
freqléncias baixas.

As frequéncias em torno de = (2k+1)r sao denominadas de
freqléncias altas.
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Sequéncias Fundamentais

Seqiéncias Exponenciais: sao sequéncias expressas na forma
x[n]= Aa*"

onde A e a podem ser numeros reais ou complexos e k € um
numero real.

Fazendo-se A=|Ale® e a=exp(cytjm,), entdo tem-se:
X[n]=A expl(cgtjme)n] = |A] exp(jB) expl(cgtjme)n]
X[n]=|Alexp(cyn)cos(wyn+0)+j|Alexp(cyn)sen(wyn+0)
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Processo de Amostragem

* Processo pelo qual uma sequéncia discreta é formada a partir
de um sinal continuo.

X[n]= X, (t,)=X,(nT)
« Portanto, as amostras somente serao definidas para 0s
Instantes
t,.=nT=n/F=2nn/Q;
onde T é o tempo entre as amostras, F; é a frequéncia de
amostragem e Q.= 2nF; € a frequéncia angular de amostragem.

« Amostragem de um sinal senoidal:
X, (t)=cos(€2,t+0), portanto
X[n]=cos(Q,nT+6) = cos(2rnQ,n/Q+0) = cos(wyn+0)
onde w,= 2nQ,/Q2= v, € a frequéncia angular digital do sinal,
dada em radianos ou radianos/amostra. 39



Alising

* Alising € o fendmeno que ocorre quando ha ambigiidade na
representacao por sequéncia discreta de dois ou mais sinais

continuos.
« Exemplo no Quadro!

 Todos 0s sinais continuos das seguintes familias:

X(t) = cos|[(Q, + kQ, k+6

X(t) = cos[(kQ; —Q, )k +6

para k =0,£1,%2,... e
para k =0,£1,%2,...

sao representados pela mesma seqgténcia discreta:

X[n] =cos(w,n+0) = COS[Z%’QO n+ 9]

QT

e EXxercicio proposto: prove que a afirmacéo acima € verdadeira.
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Alising

 Exemplo: encontre a seqliéncia discreta para representar o
sinal:

X(t) = 6c0s(60xt) + 3sin(300xt) + 2cos(340xt) +5cos(500xt) +10sin(660 xt)

sabendo que a frequéncia de amostragem é de 200Hz.
Recupere o sinal analogico a partir da segtiéncia discreta.

* Refaga o exemplo anterior com uma frequéncia de amostragem
igual a 1kHz.

* Este exemplo deixa claro que para que nao ocorra alising €
necessario que as freqliéncias angulares da sequéncia digital
devem estar limitadas na faixa O<w<m.

* Portanto, para que um sinal continuo seja representado por
suas amostras sem amblgwdade € necessario que

T — 2fmax
Q. 220 41



Sistemas de Tempo Discreto

o Sistemas de Tempo Discreto (STD) processam uma sequéncia

de entrada para fornecer uma seqliéncia de saida.

 As amostras de saida sao processadas segundo o indice de
tempo de entrada, n, ou seja, a saida &€ sempre sequéncial.

« Em termos praticos, sistemas discretos sempre operam com
sequéncias digitais e, por iIsso, sdo comumente denominados

de filtros digitais.

X[n]
—»

Sistema de
Tempo
Discreto

y[n]
-

42



Sistemas de Tempo Discreto

 Exemplos de Sistemas de Tempo Discreto: Acumulador.

n n-1

y[nl= > x[k]=x[n]+ > x[k]= x[n]+ y[n-1]

k=—0 k=—0

Para sistemas causais, y[-1] pode ser visto como um valor

Inicial para o acumulador. Assim, pode-se escrever que:
n -1

yinl= 3 Mkl = 3 Hkl+ Y XK = yi-1+ Y 1k

kZ—OO k:—oo

onde o segundo termo da expressao acima e denominado de
acumulador causal.

X[n]— —> y[n]
- Exercicio proposto: escreva um
codigo em MATLAB para implementar 71
o acumulador. O programa deve permitir )

a entrada de qualguer sequéncia discreta.



Sistemas de Tempo Discreto

 Exemplos de Sistemas de Tempo Discreto: Média Movente.
Este sistema realiza a media em uma janela de M amostras.

y[n]=Mi“:Z;x[n—k]

A meédia movente pode ser utilizada para filtrar sinais de baixa
freqléncia que estejam contaminados com ruidos de alta |,

M
fregliéncia. Xin—> V]
Exercicio proposto: desenvolva um programa Z*
. . A . X[n-1]
em MATLAB que permita filtrar uma seqiiéncia :
- , zZ1
qualquer utilizando media movente de M amostras.
-
Z-l

x[n-M+1] 44




Classificacao de Sistemas de Tempo Discreto
Sistema Linear: é aguele em que o principio da superposicao &
valido, ou seja, se

X[n]=axy[n]+BX,[N]
entao,

y[n]=ay; [n]+By,[N]
Assim, a resposta de um sistema linear a uma sequéncia de

entrada pode ser expressa como uma combinacao linear da
resposta de cada uma das componentes do sinal de entrada.

- Exemplo: acumulador.
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Classificacao de Sistemas de Tempo Discreto

e Sistema Invariante ao Deslocamento ou Invariantes no Tempo:

- Sao agueles em gue o instante no qual a seqiéncia de
entrada e aplicada n&ao afeta o resultado da saida.

- Se y[n] e a resposta de um sistema ID ou IT a uma sequéncia
X[n], entdo a resposta para uma sequéncia

X,[N]=X[Nn-N,] é simplesmente y,[n]=y[n-N]

« Sistemas Discretos Lineares e Invariantes no Tempo (LIT): sao
agueles que, a0 mesmo tempo, sao lineares e invariantes no
tempo.

- A maior parte dos sistemas em discussao neste curso sao
classificados como LIT.

- Exercicio proposto: prove que um interpolador nao € um
sistema invariante no tempo. 46



Classificacao de Sistemas de Tempo Discreto

Sistema Causal: é aguele cuja uma amostra de saida somente
depende das amostras passadas e nao depende das amostras
futuras. Ou seja, y[n,] somente depende das amostras cujo indice é
menor que n,,.

Sistema Estavel: é aguele que se a entrada for limitada em amplitude,
entao a saida também sera. Assim, se

IX[n]|<B,, entao |y[n]|<B,, qualquer que seja n.
Este tipo de estabilidade € denominado de estabilidade BIBO
(Bounded Input Bounded Output).

Sistema Passivo e Sistema Sem Perdas: Um sistema € passivo se a
energia do sinal de saida € menor ou igual a energia do sinal de
entrada. Se a igualdade for satisfeita, entdo o sistema é classificado
como sem perdas.

Exemplo: v[n|=ax[n-N] onde N>0. _ .
E; y[ ] & [ ]oo Se o<1, o sistema é classificado

Ey — Zl y[n] |2=OC2 Zl x[n] |2:0£2 E, COMO passivo.

S o Se a=1, o sistema é sem perdab/



Caracterizacao de Sistemas Discretos

* Reposta ao Impulso: um filtro digital LIT pode ser caracterizado
pela sua resposta ao impulso, que é a sequéncia gue aparece
na saida do filtro quando a seqgtiéncia impulso unitario é
aplicada na sua entrada.

Sistema | hin]
)

o[(n]—» .
i Discreto

- Exemplo: encontre a resposta ao impulso do sistema discreto
acumulador e sistema discreto de media movente.

 Resposta ao Degrau: um filtro LIT pode ser caracterizado pela
sua reposta ao degrau unitario, que é a sequéncia que aparece
na saida do filtro quando o degrau unitario é aplicado na
entrada.

- Exercicio proposto: encontre a resposta ao degrau do sistema
discreto acumulador e sistema discreto de média movente. 43



Caracterizacao de Sistemas Discretos

e Uma seguéncia pode ser representada por uma soma
ponderada de funcdes impulso:

o0

x[n]= > x[k]-S[n-K]
k=—00
 Assim, um sistema LIT (onde o principio da superposicao e
valido) pode ter a saida expressa como sendo uma combinacao

linear das respostas ao impulsos ponderadas e deslocadas ao
longo do tempo. o

yIn]= 2 x[k]-h[n—k]

k=—00

* A expressao acima pode ser reescrita na forma

o0

yIn]= 2> x[n—k]-h[K]

K=—c0

gue é conhecida como convolucéo discreta. Logo
y[n]=Xx[n]*h[n] 49



Caracterizacao de Sistemas Discretos

e EXercicios propostos:

1) Prove gue a convolucao discreta atende as seguintes
propriedades:

a) Associacao
b) Distribuicao
c) Comutacao

2) Encontre a seqliéncia de saida para 0s seguintes casos:

a) X[n]=[2 4 Jf 01-2]e h[n]:[f? 2 1]
b) X[n]=exp(-0.1n) para -1<n<5 e h[n]=1 para -1<n<4

c) X[n]=cos(0.2nn) para -5<n<5 e h[n]=[-0.6 0.3 ? 0.3 0.6]

50



Interconexoes de Sistemas LI

 Conexao em Cascata: ocorre quando a saida de um sistema é

conectado na entrada de outro sistema.

h,[n]

1

h [n]«h
s—s{ hn] [ hfn] e

2

- A resposta ao impulso do sistema como um todo € dada pela
convolucao entre as respostas ao impulso dos sistemas
Individuais.

- A conexao em cascata de dois sistemas estaveis BIBO resulta
em um sistema estavel BIBO e a conexao em cascata de dois

sistemas passivos (ou sem-perdas) resulta em um sistema
passivo (sem-perdas).

Sistemas inversos: dois sistemas sao ditos inversos se:

h,[n]*h,[n]=3[n]

Exemplo no quadro: encontre o sistema inverso de um acumulador. 51



Interconexoes de Sistemas LI

Conexao Paralela: se dois sistemas recebem a mesma
sequéncia de entrada e as saidas destes sistemas sao
somadas para se obter uma Unica saida, entao estes sistemas
estao ligados em conexao paralela.

h,[n]

—>  h,[n]

h,[n]+h,[n]

olnl,, >

hy[n]

h,[n]

- Exercicio proposto: prove que dois sistemas estaveis em
paralelo resulta também em um sistema estavel.

- Exercicio proposto: prove que dois sistemas passivos ou sem-
perdas em paralelo pode nao resultar em um sistema passivo

ou sem-perda.
52



Interconexoes de Sistemas LI

 Exemplo: encontre a resposta ao impulso do sistema abaixo.

» h,[n]
S O—
L h,n]

h,[n] = 26[n]-0.526[n — 2]
h,[n] =-6[n]+0.15[n —1]
h,[n]=d[n-1]+d[n-2]



Classificacao em termos da Resposta ao Impulso

 Um sistema BIBO estavel deve ter resposta ao impulso gue
atenda a seguinte condicao:

S |hn] = S <oc

N=—00

e Para que um sistema seja causal, € necessario que a sua
resposta ao impulso seja causal, ou seja:

h[n]=0 para n<0
- Prova no quadro!
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Sistemas LTI com Dimensao Finita

 Considere um sistema LIT caracterizado pela seguinte equacao
diferenca:

pkx[n - k]

M=

de[n_k]:

M=

onde x[n] € a entrada, y[n] € a saida, p, e d, s&o coeficientes
constantes. A ordem deste sistema. A ordem deste sistema é

L=max(N,M)

« Como a soma dos elementos de entrada e saida é finita, pode-
se implementar este sistema na pratica, mesmo gue em geral a
resposta ao impulso seja infinita. A saida deste sistema € dada
por:

yinj=—> & yin—Kk1+> 2 xin K]

95



Sistemas LTI com Dimensao Finita
 Esguematico de um sistema LTI com dimensao finita:

x[n] y[n]
-

56



Sistemas LTI com Dimensao Finita

A solucao para a equacéao diferenca para determinar y[n] & similar a
solucao da equacéo diferencial de um sistema continuo, onde a solucéao é
a soma de um termo particular (y,[n]) e de um termo homogéeneo (y,[n]).

yInl=y[nl+y,[n]
Solucéo homogénea: é obtida guando x[n]=0, ou seja

Z d,y[n—k]=0
A solucao desta equagao pode ser obtida assumindo que

yc[n]_xn
Entédo, pode-se escrever gue
N

N
3 doyIn—kI= Y d AT = AN (dp A + d AN+ d AN e+ dy A+ dy )
k=0 k=0

que é a equacéao polinomial caracteristica do sistema discreto, onde A, é a
n-ésima raiz do polindbmio, o que significa que a solucdo homogénea € da
forma: " " " "

Vlnl=a Ay +o,d, +-+ay Ay, oy dy

onde o; S&0 constantes que dependem das condic¢Oes iniciais. Sf



Sistemas LTI com Dimensao Finita

 Quando a equacgao polinomial possui raizes iguais, y,[n]
assume a forma:
y.[nNl= A" +o,nA" +a,n° A"+ o n A o A g Ay

« Paradeterminar a solugao particular, assume-se que y,[n]
possui a mesma forma que x[n].

« Exemplo: encontre a solucao completa para um sistema
caracterizado pela seguinte equacao diferenca:

y[n]+y[n-1]-6y[n-2]=8u[n]
sabendo que y[-2]=-1 e y[-1]=1.

58



Zero-Input e Zero-State Responses

Outra maneira de obter a solucéo para a equacao diferenca e
calcular a Zero-Input response (y,i[n]) e Zero-State response

(Yzs[ND).-

y_[n] é obtida resolvendo-se a equacgao polinomial
caracteristica para x[n]=0.

y,.[Nn] é obtida resolvendo-se a equacéo polinomial
caracteristica para a entrada especifica e fazendo todas as
condicdes Iniciais serem nulas.

Exemplo: utilize o método descrito acima para encontrar a
solucao da equacao diferenca do exemplo anterior.
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Resposta ao Impulso de Sistemas Causais

A equacao diferenca pode ser utilizada para calcular a
resposta ao impulso de um sistema causal.

Para isto, basta calcular a solucdo homogénea, ja que x[n]=0
para n>0 e, portanto, y,[n]=0.

As condicdes iniciais estao restritas a h[0]=1, ja que o sistema
é causal, ou seja, h[n]=0 para n<0.

Note que a resposta ao impulso de sistemas descritos na

forma N N
dey[n - k]zz px[n—K]
k=0 k=0

apresenta uma resposta ao impulso de comprimento infinito,
a menos que d,=1 e d, =0 para k>0.

Exemplo: encontre a resposta ao impulso do exemplo

anterior.
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Estabilidade BIBO de um Sistema LI

Em via geral, se h[n]-=>0 quando n—>« entao o sistema é BIBO
estavel. No entanto, € impossivel afirmar a estabilidade a
partir apenas de algumas amostras de h[n].

A condicao unica e suficiente para determinar a estabilidade
de um sistema esta presente nas raizes da equacao
polinomial caracteristica.

Se |A|<1 para qualquer valor de i, entdo o sistema é BIBO
estavel. Caso |A;|>1 para um valor especifico de i, entao o
sistema é BIBO instavel.

Exercicio proposto: prove a afirmacao acima.
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Classificacao de Sistemas LIT

Classificacao quanto ao comprimento da resposta ao impulso

- Resposta ao impulso finita: um sistema cuja resposta ao impulso seja
nula para n>N, e n< N,, sendo N,>N, e classificado como FIR.

- A saida deste sistema € dada por

yin]=>" h[k]x[n — K]

k=N,
- Note que a saida é formada por uma soma finita de amostras de entrada,
tornando a implementacao simples.

- Resposta ao impulso infinita: um sistema cuja resposta ao impulso
possui um numero infinito de amostras é classificado como IIR.

- No caso de um sistema causal, a saida é dada por:
n

y[n]= > x[kIh[n-K]
k=0
- Note que a medida em que n aumenta, ha um aumento no nimero de
amostras de entrada envolvidas no computo da amostra de saida. Se n for

muito grande, a implementacao pode-se tornar inviavel.
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Classificacao de Sistemas LIT

Classificacao quanto ao processo de calculo da saida:

- Sistemas nao recursivos: sao agueles cuja amostra de saida
atual pode ser calculada sequencialmente em funcao apenas
da amostra presente e das amostras passadas da entrada.

- Sistemas recursivos: sdo aqueles cuja amostra de saida
atual pode ser calculada sequencialmente em funcao das
amostras de saida passadas, da amostra atual de entrada e
das amostras passadas de entrada.

- Exercicio proposto: mostre que € possivel representar um
filtro acumulador tanto na forma recursiva quanto na forma
nao-recursiva.
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Classificacao de Sistemas LIT

Classificacdo quanto a natureza dos coeficientes:

- Sistema de tempo discreto real: € aquele cuja resposta ao
Impulso possui todas as amostras reais.

- Sistema de tempo discreto complexo: é aquele cuja resposta
ao iImpulso possui um ou mais amostras complexas.
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Correlacao de Sinais

Correlacao é a medida de similaridade entre dois sinais.

- Exemplos: radar, sistemas de recepcao digital,
reconhecimento de padroes.

Correlacao cruzada: é o grau de similaridade entre dois sinais
de energia, dada por

yll]= i x[n]ly[n—1] paral =0,4+142£3,---

N=—00

onde | indica um atraso entre as duas sequéncias.

- Exemplo: prove que r,[l]=r,,[-I]
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Correlacao de Sinais

Funcao de auto-correlacédo: € uma medida de similaridade
entre uma seguéncia e sua versao atrasada de | amostras.

o0

r,[11= Y x[n]x[n—1] paral=0+1+2+3,--

N=—o0

- Note que:
a) ry[0]=E,

b) r.[l]=r.[-]], 0 que significa que a funcao de auto-correlagao
é par.

Exercicio proposto: encontre a funcao de auto-correlacao e
correlacido cruzada das seguintes sequéncias:

a) 3cos(0.1xn)
b) 0.3sen(0.17n) 66



Correlacao de Sinais

A funcao de correlacao pode ser expressa na forma de
convolucao. Compare as expressoes a seqguir:
x[n]*y[n]= > x[k]y[n—k]

k=—00

o0

r,[11= > xInlyln-1] paral =0,+142,43,---

Claramente, pode-se escrever que
ry 1= x[1]*y[-1]

Exercicio proposto: desenvolva no Matlab uma funcao que
realize a correlacao de duas sequéncias quaisquer de
entrada utilizando a funcao de convolucao. Note gue as
bases de tempo das sequéncias de entrada devem ser

levadas em consideracao. 57



Propriedades da Funcao Correlacao

Limitacao da funcao de auto-correlacao.

Nl <1, 10]
- Prova no quadro.

Limitacao da funcao de correlacao: se y[n]=+/-bx[n-N], entao

~br,[0]<r, [1]<br,[0]

= lyy

- Prova no quadro.

Forma normalizada da correlacao
If-XX[I:
r.[O] - Qual é o maximo valor

ol r, (1] de p,[l] e py[l]?
v ral0]-r, 0] 68
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Propriedades da Funcao Correlacao

Correlacao e auto-correlacao para sinais de poténcia.

1 K
1= 1lim x[n]y[n—1
i, [11= fim = 3 x[nly[n -1
1 K
1= 1lim x[n]x[n -1
Gol]=lim == 3 x[n]{n—1]
Correlacao e auto-correlacao para sinais periodicos
1 N-1-~ ~
r [11==> x[n]y[n-1]
Xy N n=0
1 N-1 -~

- =5 2N x[n 1]

- A periodicidade da fun(;ao de correlacao e igual a
periodicidade das sequéncias envolvidas.

M
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Capitulo 3 — Sinais Discretos no Dominio da
Frequéncia

A transformada de Fourier € uma representacao continua no

dominio da freqliéncia de uma sequéncia discreta no dominio

do tempo.

Como a DTFT é peridédica com um periodo de 2= radianos,
entao apenas N amostras desta transformada sao suficientes
para representar uma seduéncia discreta de N pontos,
conforme sera mostrado posteriormente. Esta representacao
é denominada de transformada discreta de Fourier — DFT.

Outra maneira de representar sequiéncias discretas no
dominio da freqliéncia e utilizar uma generalizacdo da DFT,
denominada de transformada z, onde z € uma variavel
complexa.
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ransformada de Fourier de Tempo Discreto

A DTFT consiste na representacao da sequéncia x[n] em
termos de el®n, onde o é a freqiiéncia.

Nem todas as sequéncias possuem uma transformada, mas
guando possuem essa transformada € unica. Para recuperar
a sequéncia original a partir da sua transformada, basta
aplicar a IDTFT.

A DTFT de uma seqiéncia é dada por

o0

X (€)= x[nle” "

N=—o0
A DTFT €, normalmente, uma funcao complexa que pode ser
escrita na forma

X(e') =X (") + X, ()

X(ej”)=‘X(ej”)‘eje(‘“) onde H(a))=arctan(>;:§2;) ,



ransformada de Fourier de Tempo Discreto

A fase da transformada e limitada por -7<6(w)<+n.

Caso a fase ultrapasse o valor t, a mesma sera representada
CoOmo —.

Essa descontinuidade pode ser eliminada utilizando a
“unwrapped phase”, ou seja, permitindo que a fase assuma
gualquer valor.

Neste caso, a fase e representada por 6 ().

Exercicio: mostre que X (el*") & uma funcdo par enquanto
que X (el*") &€ uma funcéo impar.

Exemplo: encontre a DTFT de:
a) x[n]=3[n]
b) X[n]=a"u[n] 72



ransformada de Fourier de Tempo Discreto

A fase da transformada e limitada por -7<6(w)<+n.

Caso a fase ultrapasse o valor t, a mesma sera representada
CoOmo —.

Essa descontinuidade pode ser eliminada utilizando a
“unwrapped phase”, ou seja, permitindo que a fase assuma
gualquer valor.

Neste caso, a fase e representada por 6 ().

Exercicio: mostre que X (el*") € uma funcdo par enquanto
que X (el*") &€ uma funcéo impar.

Exemplo: encontre a DTFT de:

a) X[n]=94[n]

b) X[n]=a"u[n]

Prove que X(el®") é periddica a cada 2r radianos.
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ransformada de Fourier de Tempo Discreto

As amostras de x[n] podem ser obtidas a partir de X(elo")
atraves da IDTFT:

1 7% - -
x[n]=— j X (e1*)e* 1" dw
21 <
Exercicio: prove que a expressao acima € verdadeira.

Condicao de convergéncia: para que a DTFT de uma
sequUéncia possa ser calculada, a mesma deve ser
convergente, ou seja, deve possuir energia finita.

Todas as sequéncias absolutamente somaveis sao
convergentes.

Nem todas as sequéncias convergentes sdo absolutamente
somaveis.

Veja Exemplo 3.3 da pagina 121. 4



Transformada de Fourier de Tempo Discreto

. Algumas sequéncias ilimitadas possuem TFTD.

Table 3.1: Commonly used discrete-time Fourier transform pairs.

Sequence Discrete-Time Fourier Transform
o[n] 1
Cx:.
] Y 2n8(w+ 27k)
k=—00
1 oo
uln] — + Z néd(w+ 2nk)
k=—00
e Polt Z 2n8(w — wo + 27k)
k=—o0

1

a n], |l < 1) ——— e
uln), (ol —




ransformada de Fourier de Tempo Discreto

Largura de faixa de sinais discretos:
Um sinal discreto pode ser classificado como:

a) Sinal de banda cheia: guando seu espectro ocupa toda a
banda, ou seja 0<|w|<m.

b) Sinal limitado em faixa: podem ser sub-divididos em:

1) Sinais passa-baixa: sdo aqueles cujo espectro esta
limitado em 0 <|o|<®,<r, sendo w,a largura de faixa do
sinal.

2) Sinais passa-faixa: sdo agueles cujo espectro esta
limitado em O<o, <|o|<o,<r, onde oH-wL é a largura de
faixa do sinal.
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Propriedades da TFTD

 Linearidade: se y[n]= ax[n]+bg[n], entao
Y (elo)=aX(e®)+bG(e!*)
Prova no quadro.

« Deslocamento temporal: se y[n]=x[n-no], entao
Y(ej(o):e-joonOX(ej(D)
Prova no quadro.

« Deslocamento na freqiiéncia: se y[n]=el®°"x[n], entdo
Y(ejw):X(ej(w—OJO))
Prova no guadro.
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Propriedades da TFTD

 Derivacao na frequéncia: se y[n]=nx[n], entao

| d |
o) - x(er)
Prova no guadro.

« Convolucao: se y[n]=x[n].g[n], entéao
Y(el*)=X(el*) G(e)

Prova: exercicio proposto.

« Modulacao: se y[n]=x[n]g[n], entao

Y(e*)= jX e 5(e o

Prova: exercicio proposto
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Propriedades da TFTD

Propriedades das seqliéncias simetricas complexas.

Sequence Discrete-Time Fourier Transform

x[n] X (el®)
x|—n] X (e~ @)
x*[—n] X*(ed®)

Re(x[nl}  Xes(e/®) = 3{X (eJ®) + X*(e™ 7))
Jim{x[nl}  Xea(ed®) = X (e/?) — x*(e @)
xes[n] Xl'c(f"’iw)

Xcaln] J;Xim(ﬂ’jw)

Propriedades das sequéncias simeétricas reais.

Sequence Discrete-Time Fourier Transform
x[n] X (e/?) = Xre(e/?) + jXim(eI?)
Xev[n] Xre (é)jw)
Xod[n] J Xim (e’ “)

X(el®) = X*(e7/®)

Xre(e/?) = Xre(e™/®)
Symmetry relations Xim(g,j")) = —Xim (e= /@)

X (e/)] = |X (/)]

arg{X (e/®)} = — arg{X (e7/*)}



Densidade Espectral de Energia

Teorema de Parseval ou Teorema da Conservacao da

Energia:
> glnihIn] =~ [ 6l H'(e* ko

N=—o0

Caso interessante: se h[n]=g[n], o que estabelece o Teorema
de Parseval?

Densidade espectral de energia de uma sequéncia:

Sxx(ej“"):‘G(e"“’}2

g, = 2171 S, (ej“’)da)

Note que

80



Densidade Espectral de Energia

« Relacao entre a densidade espectral de energia a a funcao

de correlacao.
(eja)) Z (I) e—ja)l

S, (e)= 2r, e

Prova no quadro.

 Exercicio: encontre a funcao densidade espectral de energia
da seguinte seqguéncia:
zn| = a"uln|

 Proposto: faca um programa em Matlab que compute a TFTD
de uma sequéncia qualquer. a1



Transformada Discreta de Fourier — DF

A DFT somente é definida para sequéncias finitas.

Uma seqtiéncia com N pontos € completamente
caracterizada por N pontos da TFTD, em frequéncias w,,

onde Osks=N-1, onde », sao amostras igualmente espacadas
de o.

N—1
X[k =X (ejw) lw=2rk/N = Z x[n]e_j%

n=0

Sendo Wiy = Qﬁ, entao
N—1
Xk| = Z x[n] W "
n=0
A transformada inversa e dada por

2[n] = ]lv S X[EWR

Prova no quadro! 89



Transformada Discreta de Fourier — DF

Exemplo: encontre a DFT das seqguintes seqUéncias:

[]_ 1 n=20
M= 0 1<n<N-1

x|n| = cos (27’("1“%) 0<n<N-1
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Transformada Discreta de Fourier — DF
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