Transformadas de Laplace

Notas de aulas - material compilado no dia 6 de Maio de 2003

Computagdo, Engenharia Elétrica e Engenharia Civil

Prof. Ulysses Sodré



ii

Copyright (©2002 Ulysses Sodré. Todos os direitos reservados.

email: <ulysses@sercomtel.com.br>
email: <ulysses@matematica.uel.br>



CONTEUDO

iii

Conteudo

10

11

12

13

14

15

16

Introducao as transformadas de Laplace

Definicao de transformada de Laplace

Funcao de ordem (tipo) exponencial

Existéncia da Transformada de Laplace

Pares de Transformadas de Laplace

Propriedades lineares das Transformadas de Laplace
Tabela de algumas transformadas de Laplace
Transla¢ido na Transformada de Laplace

Escala (homotetia) na Transformada de Laplace
Transformadas de Laplace de derivadas de fun¢des

Derivadas de Transformadas de Laplace

Resoluc¢ao de EDO Linear com Transformadas de Laplace

Convolugao de fung¢des

Convolucao e Transformadas de Laplace

Tabela de propriedades das Transformadas de Laplace

O Método das fra¢des parciais através de exemplos

16.1 Denominador tem m fatores lineares distintos . . . . . . . .

16.2 Divisdo de polindmio p,, por fator linear repetido

16.3 Divisdo de polindmio p,, por um fator linear e outro repetido

10

10

12

14

15



CONTEUDO

iv
16.4 Divisdo de polindmio p,, por fatores lineares repetidos . . . . . . . .. 21
17 Completando quadrados em uma fun¢ao quadratica 22
17.1 Divisdo de p(s) = ds + e por fator quadrético sem raizes reais 24
17.2 Divisao de p, por fator quadratico sem raizes reais e outro linear 25
18 Refinando a decomposicao em fracdes parciais 26
18.1 O denominador tem um fator linear nédo repetido (s —a) . .. .. .. 26
18.2 O denominador tem um fator linear repetido (s —a)™ . . . . . . . .. 27
18.3 O denominador tem fator linear complexo (s — a) ndo repetido 28
18.4 O denominador possui um fator complexo (s —a)*. . . . .. ... .. 29
19 Resoluc¢do de uma equacao integro-diferencial 30
20 Resolucao de Sistemas de EDO lineares 31
21 Resolucao de Equac¢des com coeficientes varidveis 33
22 Transformada de Laplace de uma funcio periddica 35
23 A funcdo Gama e a Transformada de Laplace 37



1 Introducao as transformadas de Laplace

1 Introducao as transformadas de Laplace

Oliver Heaviside, quando estudava processos simples para obter so-
lugdes de Equagdes Diferenciais, vislumbrou um método de Calculo
Operacional que leva ao conceito matematico da Transformada de
Laplace, que é um método simples para transformar um Problema
com Valores Iniciais (PVI)!, em uma equacdo algébrica, de modo a ob-
ter uma solugdo deste PVI de uma forma indireta, sem o célculo de
integrais e derivadas para obter a solugdo geral da Equacdo Diferen-
cial. Pela utilidade deste método em Matemaética, na Computacdo, nas
Engenharias, na Fisica e outras ciéncias aplicadas, o método repre-
senta algo importante neste contexto. As transformadas de Laplace
sdo muito usadas em diversas situacOes, porém, aqui trataremos de
suas aplicagdes na resolucdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias Li-
neares.

uacao Equacdo
gifegr‘encial L i| gbpicq
Ordindria 9

Solugdo |_:1 Solugdo
da Equagdo da Equagdo
Diferencial Algébrica

Figura 1: Solucdo de Equacgdo Diferencial com Transformadas de Laplace

2 Definicao de transformada de Laplace

Se f = f(t) é uma fungdo real ou complexa, definida para todo ¢ > 0
e 0 parametro z é um nimero complexo da forma z = s + v de modo
que para cada para s > 0, ocorre a convergéncia da integral impropria

IPVI: Problema com Valores Iniciais formado por uma equacéo diferencial e condigdes iniciais.



2 Definicao de transformada de Laplace

00 M
F(z) = / f(t)e *dt = lim [/ f(t)e‘“dt]
0 M=o | Jo
entdo a fungdo F' = F(z) definida pela integral acima, recebe o nome
de transformada de Laplace da fungdo f = f().
Se 0 parametro z é um ntmero real, isto é, a parte imagindria v = 0,
usamos z = s > 0 e a defini¢do fica simplesmente na forma

F(s) = /OOO f(t)e *dt

A transformada de Laplace depende de s, é representada por uma
letra maidscula F' = F'(s), enquanto que a fungao original que sofreu
a transformacgdo depende de t é representada por uma letra mintscula
f = f(t). Para representar a transformada de Laplace da funcéo f, é
comum usar a notagao

Exemplo: A fungao degrau unitdrio é muito importante neste contexto
e é definida por

1 set>0
“(t)_{o set <0

Para a fung¢do degrau unitario e considerando s > 0, temos que

00 M
Llu(t)] = /0 u(t)e *'dt = lim e Sdt

M—o0 0

g M _
. e st , e—sM 1 1
= lim = lim | ==
M—oco | —8 0 M—o0 —S —S S

Identidade de Euler: Para todo ntimero complexo «, vale a relagéo:

ia:

e'* = cos(a) + isin(a)



3 Funcao de ordem (tipo) exponencial 3

A partir desta identidade, podemos escrever

1 . , 1. .
cos(a) = 5[6” + e e sin(a) = —[e"* —e

Exercicio: Demonstrar que para

1. s > 0: | . 5
21 _
5[1]:; ﬁ[t]:? e E[t]—g
2. s,a € Rcom s > a: .
at] __
Lle"] = o
3. z,a € CcomRe(z — a) > 0
1
ot __
Lle™] = P
4. Re(z) > 0:
z , k
L[cos(kt)] = T L[sin(kt)] = o

Exercicios: Calcular as transformadas de Laplace das fungdes reais

1. f(t) = cosh(kt) = 1[e" + e
2. f(t) = smh(k;t) ey
3. f(t) =

4. f(t) = e™ cos(bt)

3 Funcao de ordem (tipo) exponencial

Uma fungdo f = f(t) é de ordem (tipo) exponencial « sobre [0, ), se
existem constantes M/ > 0 e o € R, tal que para todo ¢ > 0 se tem:

[f(t)] < Me™



4 Existéncia da Transformada de Laplace

o que é equivalente a

lim [e f(¢)| =0

t—00
Exemplos:
1. f(t) = t* é de ordem exponencial pois |f(t)] < 2¢'.
2. f(t) = t?cos(at) é de ordem exponencial pois | f(t)| < 21+,
3. f(t) = exp(t*/?) ndo é de ordem exponencial.
4. f(t) = t"e" cos(bt) é de ordem exponencial
5. g(t) = t"e" sin(bt) é de ordem exponencial

4 Existéncia da Transformada de Laplace

Se f = f(t) é seccionalmente continua® para todo intervalo finito de
[0,00), e além disso f = f(t) é de tipo exponencial de ordem o quando
t — oo, entdo a transformada de Laplace /' = F\(s), definida para
s > a por:

F(s) = /000 f(t)e *dt

existe e converge absolutamente.

A partir deste ponto, assumiremos que todas as fun¢des f = f(t) serdo
seccionalmente continuas em todos os intervalos finitos de [0, 00) e
que todas serdo de ordem exponencial quando ¢t — oo.

Para este tipo de func¢do f = f(t) podemos obter a transformada de
Laplace F' = F(s), assim, dada uma funcdo G = G(s) poderemos
questionar se existe uma fungdo g = ¢(t) tal que G(s) = L[g(1)]?

2Continua por pedagos = Continua por partes.



5 Pares de Transformadas de Laplace

Se existir esta fungdo, ela serd a transformada inversa de Laplace de
G = ((s) e esta inversa sera denotada por

L7G(s)] = g(t)

5 Pares de Transformadas de Laplace

Na realidade, duas transformadas inversas de Laplace para a mesma
funcdo F' = F(s) sdo iguais, a menos de uma constante, mas aqui
ndo levaremos isto em consideracdo tendo em vista que estamos pro-
curando solugdes particulares para equacdes diferenciais ordindrias
lineares.

Assumindo que as transformadas de Laplace direta e inversa sdo in-
versas uma da outra, isto é: LoL™! = I; = L1 0L, usaremos a notacdo
com duas setas em sentidos opostos e o par de fungdes ( f, F') na forma

ft) = F(s)

para indicar que F' = F'(s) é a Transformada de Laplace de f = f(t) e
que f = f(t) é a transformada inversa de Laplace de F' = F(s).

Exemplos: Dois importantes pares de transformadas sdo

1
)y =2 -

1

S —a

e =

6 Propriedades lineares das Transformadas de Laplace

A Transformada de Laplace é uma transformacao linear, isto é:

LIf+9l =LA+ Lyl e Lkfl=FkL[S]



6 Propriedades lineares das Transformadas de Laplace

Exemplo: Pode-se demonstrar que L[a+bt+ct?| = aL[1]+bL[t]+cL[t*].

Exercicio: Calcular as transformadas de Laplace das fung¢oes reais:

f)=1+t+t> e  g(t) =sin(t) + cos(t)

A Transformada inversa de Laplace é uma transformacgao linear, i.e.:

LYUYF+G=LYF+L7YG) e L7YUkF) =k LY F)
Exemplo: Pode-se mostrar que

Yoo e el

s 52 S S

Exercicios: Calcular as transformadas inversas de Laplace de:

3 5) 25+5
F(s) = + e G(s) = T

Embora sejam necessarias algumas propriedades para facilitar o cél-
culo da transformada inversa de Laplace, um modo prético para obter
transformadas inversas de Laplace é através de tabelas.



7 Tabela de algumas transformadas de Laplace 7
7 Tabela de algumas transformadas de Laplace
N | fungdo L[f] N | fun¢édo L[f] Condicao
01 |u(t) =1 1/s 02|t 1/s? s>0
03 | 2 2/s3 04 | t" n!/s"t s> 0
1 1
05 e, aeR 06| e aeC Re(z —a) >0
S g a z E a
07 COS(CLt) m 08 Sm(at) m s>0
a s—a o
09 | e™ cos(bt) R 10 | e™ sin(bt) R s>a
$ ) a
11 | cosh(at) R 12 | sinh(at) e s>a
s* —a? , 2as
13 tCOS(CLt) m 14 tSlH(CLt) m s>0

8 Transla¢do na Transformada de Laplace

Se a Transformada de Laplace de f = f(t¢) é dada por

entao

Demonstracgao:

LIf(t)] = F(s) = / " f)e e

LI"f(t)] = F(s —b)

Ll f(1)] = / Tl p)etd = / o

Substituindo s — b = o, seguirad que

Ll ()] = / el f(t)dt = F(o) = F(s — b)




9 Escala (homotetia) na Transformada de Laplace

Exercicio: Seja a funcao f(t) = u(t)cos(t). Obter a transformada de
Laplace da translacdo de f deslocada b unidades para a direita.

9 Escala (homotetia) na Transformada de Laplace
Se a Transformada de Laplace de f = f(¢) é dada por
L) = F(s) = [ fte

e A > 0, entao

LO0) = F )

Demonstracao:

LIF)] = /0 e

. . . S
Substituindo A\t = v e depois substituindo ¢ = X poderemos escrever

£lfon) = 5 [ st )
1 > —ou

= /0 f(u)e™"du @)

= 1;’(0) (3)

= XF(X) (4)

Exercicio: Obter a transformada de Laplace da fungdo f(¢) = cos(12t)
e determinar a conexao entre a transformada obtida e a transformada
de Laplace de f(t) = cos(?).



10 Transformadas de Laplace de derivadas de funcdes 9

10 Transformadas de Laplace de derivadas de fun¢oes

Uma propriedade muito ttil na resolugdo de um PVI é

L[yl = s Lly] — y(0)
Demonstracao:
00 M
Lly'] = / Y (t)e *'dt = lim o (t)e *dt
0 M—oo /g

Usando o método de integragdo por partes com u = e~ * e dv = y/(t)dt,
poderemos escrever

M—o00 0

o) = £l = Jim [0 = [ o =s)ear

M—o0

= lim [y(M)e*™ —y(0)] +s/ y(t)e *dt
0

= lim [y(M)e_SM]

M—o0 —Y
= 0—y(0)+s y(t)e *dt
s Y(s) —y(0)

—sM]

sendo que A}im [y(M)e = 0 pois a fungdo y = y(t) é de ordem

exponencial quando ¢ — oo, assim

Lly]=5Y(s) —y(0)

Exercicio: Se Y'(s) = L]y(t)], demonstrar que

Lly")=5"Y(s) —sy(0) —¢(0)

e que em geral



11 Derivadas de Transformadas de Laplace 10

Lly™] = s"Y (s) — sy (0) — s" %y (0) — s"*y"(0) — ... — y™1(0)

11 Derivadas de Transformadas de Laplace

Se tomarmos a Transformada de Laplace:

F(s) = /OOO f(t)e *dt

e derivarmos ambos os membros desta igualdade em relagdo a varia-
vel s, obteremos:

dr’ > —st
“ - / (—t) f(B)e*dt

que também pode ser escrito como

dF

o = Ll(-).£()

Tomando as derivadas sucessivas de F' = F\(s), teremos a regra geral

dn

L f ()] = (~1)'—

F(s)

12 Resolucao de EDO Linear com Transformadas de Laplace

Exemplo: Para obter a solu¢do do PVI

y+y=e'  y0)=5

aplicamos a Transformada de Laplace a esta EDO Linear para obter:



12 Resoluc¢ao de EDO Linear com Transformadas de Laplace 11

Lly +y] = L]

Pela férmula 05 da tabela da segdo 7 e pela linearidade da transfor-
mada de Laplace, segue que

LIy ]+ Ly = H%

Usando a férmula da transformada da derivada, obtemos

1
Y — (0 Y —
Y (5) 9(0) + Y (5) =
que pOdemOS reescrever Como
Y(s) =54 Y(s) = —
S S) — S) =
s+ 1

Extraindo o valor de Y (s), obtemos

1 1

Y(s) = (3+1)2+5s—|—1

Aplicando a transformada inversa de Laplace a esta equagao e obser-
vando na tabela que

1
(s +1)2

1
s+ 1

Llte ™ = e Ll =

obtemos a solucdo do PVI

y(t) =te " +5¢ " = (t+5)e”"

Exemplo: Para obter a solu¢do do PVI

y'—2y —3y=6¢, y0)=1, y(0)=3



13 Convolugdo de fungoes 12

aplicamos a Transformada de Laplace a esta equacgao, para obter

Lly" -2y — 3y) = Ll6¢

Pela linearidade, temos

Lly"] = 2L[y] — 3L[y] = L[6¢]]
que pode ser escrito como

6

[s*Y (s) — s — 3] = 2[sY (s) — 1] — 3Y(s) = s—1

Extraindo o valor Y'(s), obtemos

6 N 1
(s=1)(s+1)(s—3) (s+1)(s—3)

Y(s) =
Como esta tltima fungdo pode ser escrita na forma:

31 31 71
Yi(s) = —2 2 i
) =557 tis5ri T 15-3

entdo, aplicando as transformadas inversas de Laplace através do uso
das tabelas, obtemos a solucao do PVI:

7
y(t) = —get + %e‘t + Ze?’t

13 Convolucao de func¢oes

Sejam f = f(t) e g = g(t) fungdes integraveis para as quais o produto
destas fun¢des também é uma funcdo integravel. Definimos a convo-
lugdo (ou produto de convolugdo) de f e g, denotada por f * g, como
a funcao









15 Tabela de propriedades das Transformadas de Laplace 15

15 Tabela de propriedades das Transformadas de Laplace

T'n | Propriedades da Transformada | In | Propriedades da Inversa

T1| L[f +g] = L[f] + L[g] 11 L7F+G] = L'[F]+ L7G]
T2 | Llkf] = kL[f] 12| L7YkF) = kLT F)

T3 | Lle ™ f(t)] = F(s+a) I3| L7 F(s+a)=e"f(t)

T4 | L]f * 9] = F(s).G(s) 14 _I[F( )G(s)]=f*g

T5 | LI(=)f(1)] = F'(s) 15 1[F’( )= (= ) ( )

76 | L[(=1)" f(t)] = F(s) 16 | L7 [F"(s)] =

T7|L [/0 f(w)dw] = Fis) I7 [FSS)] :/ f(w)dw

16 O Método das fracdes parciais através de exemplos

O Método das fragdes parciais é utilizado para decompor uma fungdo
racional

que é a divisdo de dois polindmios p = p(s) e ¢ = ¢(s), ambos na
varidvel s, para obter fragdes mais simples, com o objetivo de faci-
litar processos de integragdo ou obter as transformadas inversas de
Laplace.

Para realizar tal tarefa, necessitamos de trés hip6teses essenciais sobre
os polindmios p = p(s) e ¢ = q(s):

1. p =p(s) e ¢ = q(s) s6 possuem coeficientes reais;

2. p=p(s) e ¢ = q(s) ndo possuem fatores em comum;

3. O grau de p = p(s) é sempre menor que o grau de ¢ = ¢(s).

Apresentaremos alguns exemplos e o minimo necessario de teoria re-
lacionado com cada método. Um polindmio de grau n na variavel s




16.1 Denominador tem m fatores lineares distintos 16

serd representado por p, = p,(s), enquanto p = p(s) serd um polind-
mio conhecido, sendo o seu grau indicado por gr(p). Dentre os casos
importantes, quatro serdo analisados:

16.1 Denominador tem m fatores lineares distintos

Aqui n = gr(p,) e cada um dos m fatores “lineares” possuira a forma
(s —ar) (k=1,2,...,m),sendo m > n.

Exemplo: Para decompor a fung¢ao racional

252 —s+1
(s—=1)(s—2)(s—3)

em fragdes parciais, devemos escrever

f(s) =

252 — 5+ 1 Ch Cy C3
(s—1)(s—2)(s—3) s—1 s—2 s—3

multiplicar todos os termos desta identidade por (s — 1)(s — 2)(s — 3)
para obter uma outra identidade sem fragdes:

252 —s+1=C1(s —2)(s —3) + Cy(s — 1) (s = 3) + C3(s — 1) (s — 2)

Substituir nesta tltima identidade, respectivamente, os valores s = 1,
s = 2 e s = 3, para obter:

2 = Cy(1—2)(1—3)
7T = Ch(2—1)(2—3)
16 = C5(3—1)(3—2)

Assim C) =1, Cy = =T e U3 = 8, logo

262541 1T 8
(s—1)(s—2)(s—3) s—1 s—2 s5—3




16.1 Denominador tem m fatores lineares distintos 17

Método geral: Para decompor a fung¢do racional

f(s) = u

(s —a1)(s —ag)...(s — an)

em m fatores lineares da forma (s — aq), (s — a9), ..., (s — a,,), sendo
m > n, escreveremos a identidade

pn(S) Cl 02 C(m
(s —a1)(s — ag)...(s — an) 3—a1+3—a2+m+s—am

Multiplicamos agora todos os termos desta identidade pelo produto
de todos os m fatores lineares:

m

H(s —aj) = (s—a1)(s —az)...(s — an)

J=1

para obter uma outra identidade sem fragdes:

p(s) = Ci(s—az)(s —az)...(s — am)
Cy(s —ay)(s —ag)...(s — anm)

Cs(s —a1)(s —ag)(s — aq)...(s — an)

Cr(s —a1)(s — az)...(s — agp—1)(s — ar)(s — ars1)...(s — an)

+ 4+ + + + +

Ch(s —ay)(s —as)...(s — am—1)

Para obter cada constante (., basta substituir s = a;, nesta tltima iden-
tidade, para obter a igualdade:



16.2 Divisdo de polinémio p,, por fator linear repetido 18

Observamos que a expressdo da direita contém o produto de todos os
fatores da forma (a; — a;) com j = 1,2,...,m exceto o que tem indice
j = k. Dessa forma, para cada k = 1,2, ..., m temos que

pn(ak)

Cr = ==
Hj:l,(j;ék)(ak - a;)

16.2 Divisao de polindmio p,, por fator linear repetido

Consideremos uma situacdo em que m é o nimero de vezes que ocorre
a repeticdo de um fator linear (s — a) sendo m > n.
Exemplo: Para decompor a fung¢ao racional

_232—s+1
f(S)— (8—2)3

em fracOes parciais, escreveremos

282—S+1_ (@] Cy C3

5207 s—2 (5-272 (s-2p

Multiplicamos os termos da identidade por (s — 2)? para obter

282—S—|—1EC1(8—2)2—|—02(8—2)—|—03

Como necessitamos de trés identidades, ainda faltam duas, as quais
podem ser obtidas através das duas primeiras derivadas desta tltima:

43—15201(8—2)+02
4 =20,

Da ultima relagdo, obtemos C; = 2. Na pentltima, tomamos s = 2
para obter 'y = 7 e na primeira, obtemos C'3 = 7. Concluimos que



16.3 Divisdo de polindémio p,, por um fator linear e outro repetido 19

232—5—|—1: 2 N 7 N 7
-2 s-2 (s_27  (s_2p

Método: Para decompor a fungdo racional
Pn(s)
S) =
f ( ) ( 5 — a)m
em m fragdes parciais, sendo m > n, escreveremos
pn(S ) Ch Cy C(m

(s—a)mEs—a+(s—a)2+m+(s—a)m

Multiplicamos todos os termos da identidade por (s — a)™ para obter

Pu(s) =Ci(s—a)" '+ Co(s—a)" =2+ ...+ C),

Como necessitamos de m equagdes, devemos calcular as m — 1 primei-
ras derivadas sucessivas desta identidade e depois substituir s = a
em todas as m identidades para obter os coeficientes Cj para cada
kE=1,2,....m.

16.3 Divisado de polinémio p,, por um fator linear e outro repetido

Seja m é o nimero de vezes que ocorre a repeti¢cdo do fator linear (s—a)
com m > n e vamos considerar que ocorre apenas um fator linear
(s — b) no denominador da expressdo racional.

Exemplo: Para decompor a fungao racional

288 —s+1
) = ap 1)

em fracOes parciais, escreveremos

282—S+1 Cl n 02 4 Cg C4
(s—=2)3(s—=1) s—2 (s—2)2 (s—2) s-—1

Il
_|_




16.3 Divisdo de polindémio p,, por um fator linear e outro repetido 20

Multiplicando os termos da identidade por (s — 2)3(s — 1), obteremos

257 —s+1=C1(s—1)(5—2)*+Co(s—1)(5—2) + C3(s — 1) + Cy(s — 2)*

Como o fator linear (s—1) aparece somente uma vez, basta tomar s = 1
nesta identidade para obter C'y = —2. Para s = 2 obtemos C; = 7, mas
ainda necessitamos de duas outras identidades. Basta realizar as duas
primeiras derivadas da identidade acima em relacdo a variavel s para
obter:

4s—1=C1[2(s—1)(s—2)+(5=2)* ]+ Ca[(s— 1)+ (s —2)] + O3+ Cy(s —2)*

e
4= C12(s — 1) + 4(s — 2)] + 205 + 6C4(s — 2)

e depois substituir s = 2 em ambas. Nao fizemos qualquer esforco
para reunir os termos semelhantes pois esta forma é altamente simpli-
ficadora, pois para s = 2, segue que Cy = 0 e C; = 2, logo

252 — s+ 1 2 7 2

G_2PG—1) s—2 (s-20 s—1

Método geral: Para decompor a fungao racional

_ pa(s)
1) = = amis =)

em fra¢Oes parciais, escreveremos

pn(s) Ol 02 Cm CO
(s —a)™(s —b) s—a+(5—a)2+m+(s—a)m+s—b

Multiplicando os termos da identidade por (s — a)™(s — b), obteremos

pu(s) = (s = b)[Ci(s —a)" 1 +Co(s —a)" * + ...+ Cpl + Co(s —a)"



16.4 Divisdo de polindémio p,, por fatores lineares repetidos 21

Como o fator linear (s — b) aparece somente uma vez, basta tomar
s = b nesta identidade para obter (. Para s = a obtemos C,,, mas
ainda necessitamos de m — 1 outras identidades. Basta realizar as m —
1 primeiras derivadas sucessivas da identidade acima em relagdo a
varidvel s para obter as outras constantes.

16.4 Divisao de polindmio p,, por fatores lineares repetidos

Seja ¢ o nimero de vezes que ocorre a repeticdo do fator linear (s — a)
e r 0 nimero de vezes que ocorre a repeticdo do fator linear (s — b),
sendo ¢ + r > n.

Exemplo: Para decompor a fungdo racional

288 —s+1
1) = = =1y

em fragOes parciais, escreveremos

282—S+1 Cl i CQ I 03 I 04 I 05
(s—=2)3(s—=1)?? s—=2 (s=2)2 (s—=2) s—1 (s—1)

Multiplicando os termos da identidade por (s —2)%(s — 1)?, obteremos

25° —s+1 = (s—1)*C1(s — 2)* + Cy(s — 2) + Cj]
+(S - 2)3[04(3 - 1) + 05]

Como o fator linear (s—1) aparece duas vezes, devemos ter duas iden-
tidades relacionadas com ele, assim devemos derivar esta identidade
mais uma vez para obter a segunda identidade. Como o fator linear
(s — 2) aparece trés vezes, devemos ter trés identidades relacionadas
com este fator, assim, devemos realizar ainda as duas primeiras de-
rivadas desta identidade para que tenhamos trés identidades relaci-
onadas com este outro fator. Substituindo s = 2 e s = 1 nas cinco
identidades, obtemos as constantes.
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Método geral: Podemos decompor a fungdo racional

_ pn(s)
1) = G =y

em frac¢Oes parciais, para escrever

pn(S) _ Cl CQ Cq
(s —a)i(s—0b)" s—a (s—a)2+” +(s—a)‘1
T U T
s—b (s—0b2 7 (s—b)r

Multiplicando os termos da identidade por (s — a)%(s — b)", obteremos
uma identidade sem fragdes:

pa(s) = (s=b)"[C1(s —a)T + Co(s —a)? + ... + Oy
+(s —a)!Di(s —b)"' + Dy(s = b)"? 4 ...+ D,]

Como o fator linear s — a aparece ¢ vezes na fun¢do racional, devemos
ainda realizar as primeiras ¢ — 1 derivadas sucessivas desta identidade
para ter ao final g identidades associadas ao fator s — a.

Como o fator linear s — b aparece r vezes na fungdo racional, devemos
ainda realizar as primeiras r — 1 derivadas sucessivas desta identidade
para ter ao final r identidades associadas ao fator s — b.

Substituindo s = a e s = bnas ¢+ identidades, obtemos as constantes
Cijcomj=12..,qgeD,comk=12..r.

17 Completando quadrados em uma fun¢ao quadratica

Se uma funcdo quadrética ¢(s) = as® + bs + ¢ ndo possui zeros (raizes)
reais, e este fato ocorre quando o discriminante A = b?> — dac < 0, é
vantajoso reescrever esta fun¢do como uma soma de quadrados. Para
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realizar isto, devemos por em evidéncia o valor a, que é o coeficiente
do termo dominante:

b c
_ 2 - =
Q(S) = a[s as a]

b
Somamos e subtraimos o valor (=—)? dentro das chaves, que corres-
ponde ao quadrado da metade do coeficiente do termo em s:

b b

b
o 2 - e 2 s 2 =
a(s) = als” + =s + ()" = ()" + -]
para escrever
() — al(s + 22 + dac= b
q\5) = ais a 4a?

que representa a soma de dois quadrados, pois 4ac — b* > 0.

Exemplo: Seja ¢(s) = 2s? — s + 1. Como A = —7, pomos em evidéncia
a constante 2 para obter

q(s) = 2[s* —

A metade do coeficiente do termo em s é —1 que elevado ao quadrado

fornece 1z. Somando e subtraindo ¢’ Segue que

1 1 1 1
—9[g2 — = 4z
a(s)=2s" =55+~ 1513

ou seja

1

a(s) = 2(s — 5)* +

7
16

que é uma soma de quadrados multiplicada por uma constante
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dfs) = 2 [<s - P+ <§>2]

17.1 Divisao de p(s) = ds + e por fator quadratico sem raizes reais

Seja a fungéo p(s) = ds+e dividida por um fator quadratico as*+bs+c
que ndo tem zeros reais, isto €

ds + e
as? +bs+c

f(s) =

Uma forma ttil de decompor esta fungdo racional é usar o fato que o
denominador pode ser escrito como uma soma de quadrados multi-
plicada por uma constante:

B ds+e
e =

Com a mudanga de variavel v = s + g, a funcdo racional fica na forma

dlv—2)+e
f(U) - 2 4ac—b?
CL[U + W]
d v ae — db 1
f(U) - a 2 + 4a40aQb2] a2 2 4 4(140azb2]

Voltando a usar a varidvel s, podemos escrever:

fl5)=1

a

s+§ ] ae — db

(S—|— 2)2_|_ 4(140(1—2172 2

1
(s + 20+ —4“fa2b2]

Exemplo: Seja a fungdo racional
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Assim

S s —=2+2
§2—4s+4+9 (s—2)2+ 32

f(s) =
que também pode ser escrito na conveniente forma

s—2 _|_2 3
(s —2)2+32 3 (s—2)2+32

fs) =
17.2 Divisao de p,, por fator quadratico sem raizes reais e outro li-
near
Exemplo: Seja a fung¢do racional

25 +5
(s2 —4s+13)(s — 3)

fls) =
Esta fun¢do pode ser reescrita na forma

2s—2+2)+5 2(s—2)+9

f(s) = (s — 2)2 + 3% (s — 3) - (s —2)%+ 3?%|(s — 3)

que pode ser decomposta como

2545 A(s —2) B C

25+ 13)(5-3) (—272+3  (5-271F s5-3

Multiplicando os termos da identidade por (s? — 4s + 13)(s — 3), obte-
remos

254+ 5 = A(s — 2)(s — 3) + B(s — 3) + C[(s — 2)* + 37

Com s = 3 na identidade acima, obtemos C = % ecoms = 2na

mesma identidade, obtemos B = %.
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Ainda falta obter a constante A. Derivaremos entao a identidade acima
em relacdo a varidvel s para obter

2=Al(s—2)+(s—3)|+ B+2C(s —2)
Com s = 2 nesta identidade adicional, obtemos A = —20.

18 Refinando a decomposicao em fra¢des parciais

18.1 O denominador tem um fator linear nao repetido (s — a)

Neste caso, temos que ¢(a) = 0 e a decomposigdo fica na forma

Multiplicando os termos da identidade acima por (s — a), obtemos:

Gl JC) N
) Atloart)

Sabemos que ¢(a) = 0, assim, se definirmos

_(s—a)p(s)  p(s)
Pi(s) = q(s)  q(s)—qla)

escreveremaos

01(s) = A+ (s —a) r(s)

Tomando agora o limite em ambos os membros desta identidade, quando
s — a, obtemos
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| lim p(s) p(a)
A = lim py(s) = hmw ~ ¢(a)

S—a S —a

Obtemos assim a constante A, e a transformada inversa de Laplace
aplicada a identidade, nos dara:

—1@ _ eat _1TS
£ = A+ L7 (o)

Exercicio: Usando as transformadads de Laplace, mostrar que se

7s—1
(s —=3)(s+2)(s—1)

F(s) =

entdo f(t) = 2% — e — €.

18.2 O denominador tem um fator linear repetido (s — a)™

Neste caso:

p(S) — Am Am—l Al
) Gy (s—ayl T 5q

+7(s)

Multiplicando a identidade acima por (s — a)™, obtemos

: _qa?sn;p(S) = Ap+ Apa(s —a) + o+ Ai(s —a)" T+ r(s)

E interessante definir

O coeficiente A,, é dado por
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A = lim g, (s)
S—a
e os coeficiente A4,,_;, A9, ..., sdo obtidos, respectivamente pelas rela-
¢Oes obtidas pelos limites das derivadas sucessivas de ¢ multiplicadas
por algumas constantes, isto é:

1 2
A, =— lim dgpm(s), _ L .. d Spm(‘s)
1! s—a ds

1 d™ %, (s)
Ay = li
T (m— k) soa dsmh

e a transformada inversa de Laplace nos dara:

E—l[p(s)]_ at Amtm—l Am—ltm_2

) "m0 m—2)

Exercicio: Obter a funcdo f = f(¢) cuja transformada de Laplace é

+ o+ A+ L7 (s)]

1
(s —4).(s —3)3

F(s) =

Resposta: f(t) = e¥(—5t2 —t — 1) + e’

Em momento algum nos preocupamos se o ntimero a deveria ser real
ou complexo. Se a é complexo, isto é, a = ¢ + di, entdo podemos
decompor a fungdo racional em fragdes parciais de uma forma um
pouco diferente, pois sabemos da Algebra que se a = ¢ + di é um zero
de ¢ = ¢(s), entdo o conjugado de a, dado por @ = ¢ — di também é um
zero de ¢ = ¢(s), uma vez que os coeficientes do polindmio g = ¢(s)
sdo nuimeros reais. Temos assim, o terceiro caso.

18.3 O denominador tem fator linear complexo (s —a) nao repetido

Neste caso:
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Aqui usaremos a = c+di e multiplicaremos tanto o numerador como o
denominador da fragdo do segundo membro da identidade pelo con-
jugado de (s — a) = s — a, para obter

g(s)  (s—a)s—a

e esta ultima identidade pode ser escrita como

p(s) 4 5—0
S

+7(s)

p(s) A(s—c)+B
i)~ -cpra T

onde agora A e B sdo ntmeros reais, ou ainda na forma

p(s) 4 8¢ d

q(s) (s—c)2+d2 +D(3—c)2+d2 +7(s)

A transformada inversa de Laplace nos da entdo

5_1[@] = Ae cos(dt) + De sin(dt) + L [r(s)]

18.4 O denominador possui um fator complexo (s — a)?

Aqui, usaremos a = c + di e escreveremos

p(s) A
= + (s
IO
Multiplicaremos tanto o numerador como o denominador da fragdo
do segundo membro da identidade pelo conjugado de (s — a)?, para
obter uma identidade da forma
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p(s) As+ B Cs—+ D
O RO A e e

onde agora A, B, C' e D sdo niimeros reais.
O restante segue de forma similar aos casos anteriores.

Exercicio: Obter a funcdo f = f(¢) tal que

s*+2
F pu—
(5) (s2 425+ 5)?
Resposta:
f(t) =2 r cos(2t) + (—E + 1) sin(2t)
16 4 32

19 Resoluc¢ao de uma equacao integro-diferencial

Uma equacdo integro-diferencial é uma equacéo diferencial em que a
funcdo incégnita estd sob o sinal de integracdo. Consideremos o PVI
dado pela equagdo integro-diferencial

Y + 2y — 3/0 y(u)du = 5(1 + t), y(0) =2

Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da igual-
dade desta equacdo, obtemos:

Lly']+2L[y] — 3L [/Oty(u)du] =5L[1 4 ¢t]

assim

Y(s) 5 5

sY(s) —2+2Y(s)—3 p P
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Isolando o valor de Y (s), obtemos

5 5
2455 28245545
2425 —3  s2(s—1)(s+3)

Y(s) =
Usando frag¢des parciais, podemos escrever

A B C D
Yis)=2 42
() S+32+S—1+8—|—3

Ap6s obter as constantes A, B, C'e D, podemos usar as transformadas
inversas de Laplace para escrever

5 2
y(t) = 3 3e! + ge_?’t

Exercicios: Resolver as Equagdes integro-diferenciais:

t
1.y +/ y(u)du =1, y(0) =2
0
t
2.y —y— 6/ y(u)du = 12, y(0) = -3
0

3. y+ /Oty(u)du = sin(2¢)

20 Resolucao de Sistemas de EDO lineares

Para resolver sistemas com duas equagdes diferenciais nas fungdes in-
cognitas x = z(t) e y = y(t), podemos aplicar a Transformada de
Laplace a cada EDO de forma que L[z] = X(s) e L]y] = Y (s) e fazer
com que o sistema recaia num sistema algébrico com duas equagdes
nas duas incégnitas X (s) e Y (s). Veremos como isto funciona com
um exemplo relativamente simples mas suficientemente amplo para
mostrar a funcionalidade do método.
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Exemplo: Para determinar a solugdo do PVI

7() +x(t) + /() —yt) = 2
2"(t) +2'(t) — ' (t) = cos(t)

sujeito as condigdes: z(0) = 0, 2/(0) = 2 e y(0) = 1, devemos usar as
férmulas que envolvem as transformadas de Laplace das derivadas
de primeira e segunda ordem.

Como

Llz"(t)] = s°X(s) —s2(0) —2'(0) = s°X(s) — 2/(0)
LlZ't)] = sX(s) —z(0) = sX(s)
(O] = Y6) (0 =¥~
L2] = 3
Llcos(t)] = SQi -

podemos aplicar a transformada de Laplace as equagdes

L[2'(t) +x(t) +y'(t) —y(t)] = L[2]
L[z"(t) + 2'(t) —y'(1)] = L[cos(t)]

para obter

(5+1) X(s)+(s—1) Y(s) = 1+§
(s +5) X(s) —sY(s) = 1+32+1

Este sistema de equagdes algébricas pode ser posto na forma matricial
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s+ 2

(S G-,

s s2+1

Resolvendo este sistema pela regra de Cramer, obtemos

1 1
X(s) = ?+32+1
1 S
Yis) = ?+32+1

Com as transformadas inversas de Laplace destas fun¢des, obtemos

z(t) = t+sin(t)
y(t) = t+cos(t)

21 Resoluc¢do de Equagdes com coeficientes variaveis

Ja mostramos antes que

d

L] = F'(s) = L[(~t) f(2)]

e que em geral:

o que significa que a n-ésima derivada da transformada de Laplace de
[ emrelacdo a varidvel s, é igual a transformada de Laplace da funcdo
(—t)"f(t), isto é:

S L] = LI @)
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Se, em particular, tomarmos f(t) = y/'(¢), teremos:

Ly (1) = £t o/ (1)

que pode ser escrito na forma:

Llty' ()] = - LIy
e como L[y'] = sY(s) — y(0), entdo
Llt /()] = [V (5) — y(0)] = —5Y"(5) = Y ()

Resumindo, temos para a primeira derivada:

LIt y' ()] = =5 Y'(s) = Y(s)

Repetindo o processo para a fungédo f(t) = y"(t), temos:

LIt y'(8)] = —5 Y'(s) — 25 Y (s) + y(0)

Exemplo: Para resolver o Problema com Valor Inicial com uma EDO
linear com coeficientes variaveis:

y' -ty —2y =71, y'(0) =0, y(0) =0

aplicaremos a transformada de Laplace a ambos os membros da igual-
dade para obter

Como



22 Transformada de Laplace de uma funcao periédica 35

Llty]=—-sY'(s)—Y(s)

entao

e obtendo a transformada inversa de Laplace desta fungdao com C = 0,
temos a solucao:

y(t) = 2t*

22 Transformada de Laplace de uma funcao periédica

Consideremos uma funcdo periddica de periodo p > 0, isto é, uma
funcdo tal que f(t + p) = f(¢) para todo ¢t > 0. Como a transformada
de Laplace de f é dada por:

CIf(t)] = / " F)e e

entdo, decompondo esta integral em infinitas integrais realizadas so-
bre os sub-intervalos de comprimento p, obteremos

F(s) = (/Op+/p2p+/2:p+/3:p+...)f(t)e—8tdt

que pode ser escrito em uma forma sintética
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0 (k+1)p
F(s)=>_ /k (e tdt

k=0 “ P

Em cada integral dada acima, temos que kp < ¢t < (k+1)p. Realizando
uma mudanga de varidvel ¢ = v + kp, teremos que dt = dv e dessa
forma a variavel v estard no dominio 0 < v < p.

. [P
Py =3 [ s k) e
k=0

Como f é p-periddica, f(v) = f(v + kp) para todo v > 0 e assim

. [P
F(s) = f(v) e e dy
>

que também pode ser posto na forma

F(s) = [ Y eSkp] pf(v)e_‘”’dv
iy

e como a expressdo dentro dos colchetes é uma série geométrica de
razdo e "’ < 1, segue que:

Fls) = — /0 " Fw)erdu

1 —eP

Exemplo: Seja f(t) = sin(t) para t € [0, 27]. Entdo

Llu(t)f(t)] = ﬁ/{) 7TSilrl(v)e_s“alv

Exemplo: Seja f(t) =tpara0 <t <6e f(t+6) = f(t) paratodot > 0.
Assim
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Clu®) f(t)] = —— /0 ve=dy

T 1— b

23 A func¢dao Gama e a Transformada de Laplace
A fungdo gama, denotada por I' = I'(z), é definida por:

[(z) :/ et dt
0

Se na integral acima tomarmos ¢ = sv, poderemos escrever

F(z):/ e_sv(sv)z_lsdv:s”z/ v e dv
0 0

Tomando em particular, z = n, observamos que esta tltima integral é
a transformada de Laplace de f(v) = v" ! e segue que

[(n) = s"L[v" ]

Acontece que para cada n natural, temos que

logo

Assim, para todo n natural, podemos tomar a fun¢do gama como

['(n)=(n—1)!
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A fungdo I' = I'(2) é usada como extensdo da fungdo fatorial valida
para todo ntimero natural e tal extensdo vale para todo nimero real
onde esta integral converge.

Uma situagdo muito dificil de ser demonstrada no ambito do Ensino
Bésico é que 0! = 1, mas pela identificacdo da fungdo I' com a fungdo
fatorial, podemos mostrar que

0!:F(1):/ e ! t“dt:/ e tdt =1
0 0

Para a fungdo f(t) = ¢"!, a transformada de Laplace é dada por

—1\!
E[tn—l] — (n 1)' — F(n)
s s
logo
. n! I'(n+1)
L]t"] = gl gntl

A propriedade L[t f(t)] = —F'(s) aplicada a fungéo f(t) = t"! fornece

Lt =L[tt" ] = —d%[,[t”l] =

~dT(n) nl(n)
ds sm gntl

assim, a fungdo I' = I'(n) pode ser definida recursivamente para cada
n natural, pelas duas rela¢oes

I'(n+1)=nT(n), ') =1

Na verdade, em estudos mais avangados, a fungdo I' = I'(z) pode ser
definida para todo z € R, exceto para os z que sdo niimeros inteiros
ndo positivos, isto é, z ¢ {0,—1, -2, -3, ...}.
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